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解析力学

　解析力学、大貫義郎著、岩波書店、1987

量子力学、解析力学

　量子力学入門、安部龍蔵、岩波書店、1980

量子力学の基礎

1 解析力学

　良く知られたNewtonの力学は、力Fを加えられた質量mを持つ物質の運動（座標ベクトルの時間変化r(t)）が運動方程式
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に従うことを基盤とする。しかしながら力学のこの定式化は、直交座標系での表現であり、別の座標系、例えば極座標系では運動方程式の形が変わってしまう。そのため、運動方程式を座標系によらない形で表現する「解析力学」が発達した。解析力学は、完全にNewtonの力学と等価であるが、座標系の選択が自由になる、系の対称性がわかりやすいなどの利点がある。また、現在の物理学では、力よりもむしろポテンシャルの方が本質的な物理量であるとの認識（あるいは単なる「合意」。例えば後述のAB効果のように、場ではなくポテンシャルで議論しないと説明できない現象があることから支持されている。）があり、実際、Schrödinger以降の量子論は、解析力学の一体系である「ハミルトン形式」によって定式化されている。

ここでもう一度Newtonの運動方程式に戻ると、一見非常に単純に見えるこの式には、実はいろいろな不確定さがあることがわかる。たとえば、「力」と「質量」はどのように定義され、どのように測定されるのかは自明でない。実際に「質量」については、Einsteinの相対論により速度が光速に近い条件では修正が必要になることがわかるが、このように、既に私たちが「常識と感じて」「当たり前のように使いこなせると信じている」法則も、実はその根本基盤まで遡って考えると、理解できないこと、あるいはきちんと定義されていないことも多い。「力」も、実際にはどのように定義するかははっきりしないが、ハミルトン形式では、同様に曖昧さは残るものの、より本質的と考えられているエネルギー関数－ハミルトニアン－によって運動方程式を定義し、それが実験事実を説明できるのなら良しとする立場をとる。「力」は、ハミルトニアンとハミルトン方程式から導かれる数学的帰結に過ぎなくなる。

2 ラグランジュ形式

ここで、解析力学の2つの定式化、「ラグランジュ形式」と「ハミルトン形式」を簡単にまとめておく。上述のように、解析力学の目的は、座標系に依存しない運動法則を導くことにある。そのため、一般化座標(generalized coordinates)  q1, q2, ････, qnを導入する。このようにすると、物質の位置ベクトルrはqiと時間tの関数として表される。
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このとき、ラグランジアン(Lagrangian)を 

L=T-V

（T: 運動エネルギー、V: ポテンシャルエネルギー）として定義すると、物質の運動はオイラー・ラグランジュの方程式と呼ばれる次の式に従う。
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とおけば（xを直交座標系の座標とする）、
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であるから（解析力学では、qrとその微分は、独立変数として扱う）、上式は
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であり、Newtonの運動方程式と等しいことがわかる。

3 ハミルトン形式

　ここで、直交座標系における上式の
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は運動量に等しいことに注意しよう。そこで、
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を一般化運動量(generalized momentum)として、qrとは独立な変数として導入する。これはprとqrがLを介して対応するので、prはqrに共役な正準運動量(canonical momentum)とも呼ばれる。この形式をとると、熱力学で共役変数をルジャンドル変換することによってエネルギーをエンタルピーに変換したり、ヘルムホルツエネルギーをギブズエネルギーに変換したように、ラグランジアンをハミルトニアン(Hamiltonian)に変換することができる。
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ここで、pr, qrなどをまとめてq, pと書いた。このようにとると、運動方程式は
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, 
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というハミルトンの運動方程式(Hamilton’s equation of motion)に書き換えられる。

ここでまた、直交座標系の場合について考えてみよう。
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であるから、
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であり、
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が成り立つ。この場合も、ハミルトン形式がNewton力学に等価であることが確認できる。

また、上の式から、ハミルトニアンが全エネルギーとしての意味を持っていることがわかる。実際、一般化した場合にも、適切なラグランジアンをとれば、ハミルトニアンは保存量となり、エネルギー保存則を満たすエネルギー関数としてとることができる。

ラグランジュ形式、ハミルトン形式ともに、一般化ポテンシャルV(q,p,t)が自明であれば、そのまま運動方程式が得られるが、これではNewtonの運動方程式を使っても大差は無い。しかしながらV(q,p,t)がわからない場合、ある制約条件（たとえば空間の対称性など）を持つラグランジュアン、ハミルトニアンを試行的につくり、それが事実を説明できるかどうかで新しい物理体系を作っていくことができる。実際に、素粒子論・宇宙論はこのような指針で展開されている。

4 Schrödinger方程式の導出法

　ハミルトン形式を受け入れると、古典力学から量子力学に移行するには、いくつかのルールを適用するだけでいい。これがなぜなのかはここでは問わず、納得しておこう。

その前にまず、量子論が本質的に古典論と異なるのは、共役な(ハミルトン形式におけるqr, prなど)物理量が可換ではないという事実であるということを納得しておこう。たとえば、
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が成立しなければならない(xとpyなどは共役で無いので、xpy - pyx = 0であり、可換である)。この条件は、プランク定数が0とみなせる状況であれば、量子力学は古典力学に一致することを示している。また、不確定性原理など、量子論ででてくる原理・法則は、基本的に物理量の交換関係から導かれる数学的帰結である。

　座標や運動量が可換でないということは、これらを通常の数値としては表現できないことを意味している。そのため、量子力学の変数を数学的に扱う場合には、行列や微分などの形で表現される（可換で無ければ、他の数学表現を使っても構わない）。もっとも良く使われるのは、
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であり、これを上式に代入すれば（微分演算子の演算がわかりにくかったら、右側から任意の関数f(x)を掛けてみよう）、
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となり、両辺に共通のfを消去して



[image: image21.wmf]h

i

x

p

xp

x

x

=

-


が成立することがわかる。以上のことを一般化し、さらに、ハミルトニアン自身のルールを追加すると、つぎのルールによってSchrödinger方程式を作り、欲しい物理量を得ることができる。

1. 電子や原子核を、質量を持つ点電荷とみなし、古典力学・電磁気学の法則にしたがって、系の全エネルギーを座標と運動量の関数として書き下す。それをハミルトニアンHとする。この際、電場Eや磁場Hとの相互作用は、qEやμHのように場との相互作用として入れてもいいし、ベクトルポテンシャルとして入れてもいい。多くの場合にはどちらも同じ結果を与えるが、AB効果のようにベクトルポテンシャルでないと説明できない現象もある。他の相互作用の場合は、とりあえず与えられた条件（相互作用の形、系の対称性など）と矛盾の無いハミルトニアンを試行的につくり、その結果が合わなかったら別のハミルトニアンを作ってみる（電磁気相互作用以外をSchrödinger方程式に取り込む方法は一意的ではない）。

2. ハミルトニアンを演算子とみなし、
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と等置する。

3. 等値した式の右から「Schrödingerの波動関数」Ψを掛ける。

4. 運動量を座標の微分に
[image: image23.wmf]h
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を掛けたもので置き換える： 
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5. 得られた方程式を解くことにより、Ψを求める。

6. |Ψ|2が電子密度分布を表していると考える。

7. 物理量Aの期待値は
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で得られる（Ψ*はΨの複素共役関数、τに関する積分は全空間の範囲で取る）。

注：アハロノフ‐ボーム効果(Aharonov-Bohm effect, AB効果) 磁場Hが0でもベクトルポテンシャルAが有限な領域を電子が通過するとき、電子の波動関数の位相がベクトルポテンシャルによって影響を受ける現象。

ハミルトニアンが
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で与えられる場合のSchrödinger方程式は、上記のルールにより、
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となる。この方程式を解き、Ψ(r,t)を得る。全エネルギーEはE=<Ψ|H|Ψ>で与えられる。

Ψ(r,t)が変数分離して
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と書ける場合には、Schrödinger方程式は
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となる。この場合は全エネルギーの期待値は、ハミルトニアンの固有値となることがわかる。量子論における保存量とは、ある物理演算子Pが固有値方程式PΨ = pΨを満たす（pがPの固有値である）ことで表現される。それゆえ、上記のHはエネルギー保存則を満たしている。この方程式を定常状態のSchrödinger方程式、定数Eをエネルギー固有値という。

量子化学で扱う問題は定常状態を考えるだけで十分なことが多く、この場合には上のルールは次のように微修正される。

1. 系の全エネルギーを座標と運動量の関数として書き下し、それをハミルトニアンHとする。

2. Hを定数Eと等値した式の右から「Schrödingerの波動関数」Ψ(r)を掛け、HΨ(r)=EΨ(r) を作る。

3. 運動量を座標の微分で置き換える： 
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4. 得られた方程式は数学でいう固有値方程式になる。これを解くことにより、Ψ(r)とEを求める。

5 Schrödinger方程式の近似法：変分法

　一般のハミルトニアンに関するSchrödinger方程式では、調和振動子や水素原子モデルなどの特殊な場合を除き、解析的な厳密解は得られない。そこで近似法を考える必要が出てくる。ここで、与えられたハミルトニアンHに対する固有関数をφn、エネルギー固有値をEnとする。


Hφn = Enφn
nが大きくなるにつれてEnが大きくなるように固有値、固有関数を並べ替えれば、
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が成立する。

ここで、任意の関数ΨのHの期待値を求めてみよう。ハミルトニアン固有関数φnは完全系を張るので、任意の関数をφnの線形結合で展開できる（ある関数の組（無限個）に属する関数の線形結合によって任意の関数を表現できる場合、その関数は「完全系」であるという。エルミート演算子の固有関数が完全系であることは数学的に証明されている定理である）。
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Hの期待値は
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となる。つまり、任意の関数のエネルギー期待値は、基底状態のエネルギーE0よりも必ず大きくなるか等しい。

　このことから、適当な変数を含む試行関数(trial function)を作り、その変数（変分パラメーター：variational parameter）に関してエネルギー期待値を最小化することで、その試行関数の中でもっとも基底状態のエネルギーに近いエネルギー期待値が得られることになる。これを「変分原理」といい、変分原理に従って近似解を求める方法を変分法という。

6 Roothaan-Hall方程式：関数の一次結合を使う近似法

　後ででてくるLCAO法のため、任意の関数un（基底関数：basis function）一次結合
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を試行関数として変分法を実行してみよう。このときには、
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が最少になるようにCn, Cm*を決めればよい。ここでは、Cnと複素共役なCn*は独立変数として変分をとってよいことがわかっているので、
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が要求される。ここで
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とおくと（これがエネルギー期待値に等しいので）、
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が得られる。このことは、基底関数によるハミルトニアンの積分
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を解くことに帰する。この式は、行列の形で書くとわかりやすい。
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の固有値方程式を解く問題に帰着する。これをRoothaan-Hall方程式といい、行列の表現で


HC = ESC
ともかける。これから、n個の固有値としてEが、n組の固有ベクトルとして(Cm)が得られる。HをFock行列という。

　後述の分子軌道(Molecular orbitals: MO)法に使うときは、基底関数として原子軌道を使うことが多い。これを「原子軌道の一次結合(Linear combination of atomic orbitals: LCAO)法」と呼び、LCAO法を分子軌道法に使うときにはLCAO-MO法などと言うこともある。

7 原子価結合法

　電子が2つ以上ある場合のSchrödinger方程式は、それぞれの電子の座標を含む複雑な方程式になり、一般には厳密解は得られない。
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このような場合、一番簡単なのは、近似的に変数分離してしまうことである。もし
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のようにあらわせるとき、φ(r)を一電子波動関数、この方程式を一電子Schrödinger方程式という。
　一電子Schrödinger方程式は固有値方程式であるので、束縛状態であれば、複数の解の組（φ1, E1）, （φ2, E2）, ･･･, （φk, Ek）が得られる。どのφiに電子をつめるかによって、全体の波動関数が決まる。ここで、i番目の電子がj番目の一電子波動関数を占めている状態をφj(i)と書くとすると、
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となる。ただし、Pauliの排他律によって、波動関数は任意の電子の1回の入れ替えによって、符号が反転しなければいけない。これを考慮したのがHartree-Fock方程式であるが、ここではそれには触れない。

　さて、ここでH2分子を考え、この分子の状態を、H原子の波動関数
[image: image48.wmf]1

j

、
[image: image49.wmf]2

j

から近似的に表現する方法を考えよう。上のやり方にそって、Schrödinger方程式は次のようになる。


[image: image50.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

2

1

2

1

2

1

12

2

2

1

1

2

1

2

1

2

,

,

,

2

r

r

r

r

r

r

r

r

Y

=

Y

ú

û

ù

ê

ë

é

+

+

+

Ñ

+

Ñ

-

E

V

V

V

m

h



[image: image51.wmf](

)

(

)

(

)

i

i

i

i

i

V

m

r

r

r

ej

j

=

ú

û

ù

ê

ë

é

+

Ñ

-

2

2

2

h


ここで、Vi(ri)は、i番目の水素の原子核が作るポテンシャルがi番電子に及ぼすポテンシャルで、1番、2番の原子核と電子が交差する項はV12にまとめてある。このようにすると、
[image: image52.wmf]i

j

を含む適当な関数を、一電子波動関数の近似解として使うことができ、全体の波動関数は、それらに電子をどう割り振るかによって決まる。

ここで、電子1,2を割り振るやりかたがいくつかあるが、その一つの表し方として、原子の波動関数を一電子波動関数とし、電子1が原子1に存在し、電子2が原子2に存在すると考えてみよう。このときの波動関数は
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とあらわされる。ただし電子1,2は区別がつかないので、これを入れ替えて波動関数の符号が入れ替わる関数にする必要がある。この場合、スピンの自由度まで考えないと、Pauliの排他率を満たすすべての波動関数を表現できないので、スピン関数α、βを導入する（注：スピンは2つの状態しか取らないので、それを区別できる限り、スピン関数をどのように表現しても良い。up spin、down spinという表現も良く使われるが、ここではそれがα関数、β関数としてあらわされているだけのことである）。その結果、
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が全体の波動関数として得られる。このうち最初の軌道が結合軌道と呼ばれ、一番エネルギーの低い状態に対応する。

　このやり方では、それぞれの電子がある原子に割り振られたものとまず考え、その配置の組み合わせで分子の波動関数を作っていく。このようなやり方を「原子価結合法」と呼ぶ。

8 分子軌道法

　もう一つの方法として、分子全体に拡がった一電子波動関数に電子を割り振り、全体の波動関数を組み立てる方法がある。このようなやり方を「分子軌道法」と呼ぶ。

　分子に拡がった一電子波動関数（分子軌道）を作る際に良く使われる方法は、「原子軌道の一次結合(LCAO:Linear Combination of Atomic Orbitals)」を作る方法である。もっとも厳密解に近い解は、変分原理に従って結合係数に関する微分がゼロになる条件から得られる。ただし、そのような計算をしなくても、群論を学ぶと、水素分子の場合の一電子波動関数は、
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になることがわかる。これらに電子1,2を割り振って全体の波動関数を組み立てると、一番エネルギーの低い状態として
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が得られる。この式は、原子価結合法で得られた最初の軌道に対応する。

9 電子相関

　さて、原子価結合法と分子軌道法はどちらも同じ水素分子を表現しているはずであり、近似の精度の問題を無視すれば、それぞれは同じ結果を与える。しかし実際には、両者では少しの（しかしながら場合によっては無視できない量の）差を生じする。

　スピン関数を無視して、最低エネルギーに対応する分子軌道法の波動関数は
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であるのに対し、原子価結合法では
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となる。両者の違いは、分子軌道法では
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の項が余分である点である。この項は、2つの電子が両方とも原子1にいる、つまり、H-H+の状態と、2つとも原子2にいるH+H-の状態の、イオン化した水素同士が結合をつくっている状態を表している。それに対して、
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の項は、中性原子が結合したH0H0に対応する。

　つまり、原子価結合法ではイオン化した状態を完全に無視しており、一方で分子軌道法では、イオン化した状態を中性原子の結合状態と同じ比率で考慮しており、おそらくはイオン化状態を大きく見積もりすぎている。このようなことを考えると、よりよい近似解は、両者の線形結合で表されるはずである。
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このように、異なる電子配置の状態の線形結合を作ることにより、電子の配置に特定の制限を加えることの無い、より正確な波動関数を作ることができる。このようなやり方を「配置間相互作用(Configuration Interaction: CI)」と呼び、電子相関効果を取り入れるのに使われる。

10 水素分子

　ここでは、分子軌道法に則って、水素の電子状態を求めてみよう。このときの波動関数はLCAOを使って
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となる。この分子軌道は
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を満たす。ここでhは、一電子ハミルトニアンである。ここで上述の変分法に従うと、
[image: image68.wmf]j

i

ij

h

h

j

j

=

 (共鳴積分)、
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 (重なり積分)として、
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の固有値方程式を解くことで、C1, C2から一電子分子軌道が、εから一電子エネルギー固有値が得られることになる。ここで、
[image: image71.wmf]j

として水素原子の最低エネルギー状態、つまり1s準位だけを考えると、その一電子エネルギー固有値であるh11, h22は水素原子の1sエネルギー準位に等しいと置くことができる。また、S11=S22は原子軌道の規格化条件から1である。h12=h21、S12=S21 (正確にはh12=h21*、S12=S21*であるが、磁場の無いLCAO-MO法の場合は、どちらも実数行列として取れる)を考慮すると結局、
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を解くことになり、
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が、水素原子の1s軌道から作られる水素分子のエネルギー準位になることがわかる。H12<0であるため、
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が一番エネルギーが低い状態に対応し、その一電子分子軌道が
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となる。ここに電子が2つはいることによって原子２つの状態よりも水素分子の状態が安定化させられるため、これを「結合軌道」という。もう一つの軌道は
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[image: image77.wmf](
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となり、ε1sよりもエネルギーが高くなり、ここに電子が入ると、分子を不安定化させる。そのため「反結合軌道」と呼ばれる。

11 一般のLCAO法

　ここで、一般のLCAO法を解く手順をまとめておこう。

1. 適当な基底関数
[image: image78.wmf]i

c

を選ぶ。独立な関数の組ならどのようなものを選んでも構わないが、選び方によって、得られる解の精度が大きく異なる。LCAO法では原子軌道
[image: image79.wmf]i

j

をとるのが一般的。

2. 一電子ハミルトニアンhを作る。

3. 固有値方程式を作る。
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ここで、hiはi番目の原子軌道のエネルギー固有値。

4. 固有値方程式を解くことで、固有値エネルギーの組（ε1・・・εn）と、LCAOの係数の組（C11,･･･,C1n）・・・（Cn1,･･･,Cnn）を得る。これから分子軌道
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が得られる。

5. 基底状態を得るには、エネルギーの低い軌道から電子を2つずついれる。これから全体の波動関数が作られる。
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　　　　ただし縮退した軌道に複数の電子を入れる場合は、Fundの法則を考慮しないといけないが、ここではそれには触れない。

6. |Ψ|2から電子密度分布がわかる。

7. 物理量Aの期待値は
[image: image83.wmf]ò
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で得られる。

12 スレーター軌道

水素型波動関数

　量子力学の問題で厳密に解け、極座標と主量子数n, 方位量子数l, 磁気量子数mを用いて
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と表される。Rnl(r)を動径波動関数と呼び、Ylm(θ,φ)は波動関数の角度部分である。それぞれのエネルギーは
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と表される。ここでEH=13.60eV、zは核電荷である。

　つぎに、波動関数の具体的な形を書いておく。


n=1, l=0, m=0: 
[image: image86.wmf](
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n=2, l=0, m=0: 
[image: image87.wmf](
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n=2, l=1, m=0: 
[image: image88.wmf](
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n=2, l=1, m= ±1: 
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ただしρ=(z/a0)r （a0はBohr半径）。

Slater関数

　Slaterは、水素以外の多電子原子の波動関数を近似的に決める方法を提案した。これをSlater型軌道(Slater type orbital: STO)という。


n=1, l=0, m=0: 
[image: image91.wmf](

)

*

2

/

3

0

*

1

/

1

r

p

c

-

=

e

a

z

s



n=2, l=0, m=0: 
[image: image92.wmf](
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n=2, l=1, m=0: 
[image: image93.wmf](
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n=2, l=1, m= ±1: 
[image: image94.wmf](

)

j

q

r

p

c

r

cos

sin

/

2

4

1

2

/

*

2

/

3

0

*

2

*

-

=

e

a

z

px
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ただしρ*=(z*/a0)r。z*は有効核電荷で、その計算法は次の「Slater規則 (Slater rule)」による。

Slater規則（Eyring, “Quantum Chemistry”）：

(i) z*=z-sとする。ここでz*は核電荷、sは核電荷がどの程度他の電子によって遮蔽されるかを示す数値で、遮蔽定数と呼ばれる。sは次の規則によって決められる。

(ii) 電子を(1s)(2s,2p),(3s,3p)(3d)･････という群にわける。

(iii) 考えている電子より主量子数nの大きい電子からのsへの寄与はゼロとする。

(iv) 考えている電子の属する群の他の電子からはそれぞれ0.35とする。ただし、1s群の場合は0.30とする。

(v) 考えている電子がsまたはp電子なら、それよりnの一つ小さい電子からは0.85ずつ、もっと内側の電子からは1.00ずつ寄与する。ただし、d電子ならば、それより内側の電子からの寄与はすべて1.00とする。

以上の規則を使い、それぞれのSTOにおいて、電子密度の動径分布関数4πr2|R(r)|2が最大値をとる半径Rmaxは次のように計算できる。

表　STOにおいて電子密度の動径分布関数が最大値をとる半径Rmax

	n
	I B
	II B
	III A
	IV A
	V A

	4
	Cu
195.7
	Zn

166.5

(+2) 154.1
	Ga

144.8

(+3) 127.1
	Ge

128.2

(+4) 108.1
	As

115.0

(+3) 103.5

(+5) 94.1

	5
	Ag
240.2
	Cd

194.6

(+2) 180.1
	In

169.3

(+3) 148.5
	Sn

149.8

(+2) 141.1

(+4) 126.3
	Sb

134.4

(+3) 120.9

(+5) 109.9

	6
	Au
252.2
	Hg

214.5

(+2) 198.5
	Tl

186.6

(+3) 163.7
	Pb

165.2

(+2) 155.5

(+4) 139.3
	Bi

148.1

(+3) 133.3

(+5) 121.2
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