結晶格子の変換 
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結晶格子の表現： 基本

1. 結晶の単位格子は、格子定数の組（a, b, c, α, β, γ) で定義できる。
　

2. 通常は簡便のため、単位格子内の原子の座標は、「部分座標」あるいは「内部座標」で表現される。これは、単位格子の原点を (0, 0, 0), a軸の端を x = 1.0, b軸の端を y = 1.0, c軸の端を z = 1.0とし、0 から 1 の間の数値で座標を表現するものである。
　

3. a, b, c 軸をベクトルで表すのが便利である。これらに対応するベクトルを a, b, c とすると、部分座標 (x, y, z) にある原子の位置ベクトルRは
　　R = x a + y b + z c　= Σi (xi ai)　(1)
とあらわされる。
　

デカルト座標を使った結晶格子の表現

　もちろん、原子の座標はデカルト座標系でもあらわされる。デカルト座標のとり方には無限の任意性があるので、具体的な座標を求めるには、a, b, c の具体的な表現が必要になる。よく使われるのは、a を X軸上に、b をX-Y面内に、c を Z > 0 の方向にとる、次のとり方である。
注： デカルト座標(Cartesian)であることを明記するため、デカルト座標の括弧には car をつける
　　a = (a11, a12, a13)car
　　b = (a21, a22, a23)car
　　c = (a31, a32, a33)car
       a11 = a
      a12 = 0.0
      a13 = 0.0
       a21 = b・cosγ
       a22 = b・sinγ
       a23 = 0.0
       a31 = c cosβ
       a32 = (c・cosα - a31・cosγ) / sinγ
       a33 = sqrt(c*c - a31*a31 - a32*a32)

以上を簡単にまとめて、

　　aj = Σi (aij ej)

とかける。ただし、

    a1 = a, a2 = b, a3 = c, 

であり、ei は、デカルト座標系の基本ベクトルであり、デカルト座標系の座標で成分をあらわすと、

    ex = e1 =(1, 0, 0)car, 
    ey = e2 =(0, 1, 0)car,  
    ez = e3 =(0, 0, 1)car
であり、デカルト座標系の X, Y, Z 軸方向の単位ベクトルを表している。

　デカルト座標系で表した原子の座標を(X, Y, Z)car とすると、(1)の R は次のようにもあらわされる。

　　R = X ex + Y ey + Z ez　= Σj (Xj ej)　(2)

　これを(1)と等値することにより、

    Σi (xi ai)　= Σi Σj (xi aij ej) = Σj (Xj ej)　(3)

これより、デカルト座標 (Xi )car を内部座標 (xi ) から計算できる。

    Xj = Σi (xi aij) 　(4)

が得られる。

行列 (aij) の逆行列 (a-1ij) を計算すれば、内部座標 (xi ) をデカルト座標 (Xi )car から計算することもできる。つまり、

    xi = Σj (Xj a-1ji) 　(5)

が得られる。

　

逆格子の表現： 基本

　逆格子についても同様の議論ができる。逆格子は、逆格子基本ベクトル a*, b*, c* で定義される。

　　　a* = bxc / V
　　　b* = cxb / V
　　　c* = cxa / V
ここで、V は単位格子の体積であり、a・(bxc) として計算できる。実格子と逆格子の基本ベクトルは、次の基本的な関係を満たす（というより、これらの関係を満たすように逆格子が定義されている。より正確には、逆格子が実格子のフーリエ変換として定義されるため、自動的にこの関係を満たす）。

　　　ai・a*j = δij 

 δij はクロネッカーのδで、i == j の時は 1、i != j の時は 0 になる。

　ミラー指数 (h, k, l) は、逆格子における格子点として定義できる。この場合、逆格子における点 (h, k, l) の位置ベクトルは Ghkl として表される。

       Ghkl = h a* + k b* + l c* 
これも簡単に、

　　Ghkl = Σi (hi a*i)

とかける。ここで、h1 = h, h2 = k, h3 = l,  a*1 = a*, a*2 = b*, a*3 = c* である。

　逆格子の基本ベクトルも、デカルト座標で表すことができる。具体的な表式は、(aij) を 逆格子基本ベクトルの定義式に代入して求めればよい。

　　a*i = (a*ij)

　

逆格子の回折解析への応用

　逆格子が結晶回折学で重要になるのは、

a) 格子面間隔が逆格子ベクトルで簡単に表される。

     dhkl = 1/ |Ghkl|

　　　　　証明： hkl 面は、内部座標であらわした点 X: (1/h, 0, 0), Y: (0, 1/k, 0), Z:(0, 0, 1/l) を通る面である。
　　　　　　　　　 この面の法線ベクトルはGhklで与えられる
　　　　　　　　　　　　　　　　 (たとえば、XY = -1/ha + 1/kb について、Ghkl・XY = 0 は簡単に証明できる。YZ, ZXについても同様)
　　　　　　　　　 線形代数の基礎より、原点からこの面への距離 d は、d = R・e⊥で与えられる。
　　　　　　　　 ここで、R は面内の任意の点、e⊥は法線単位ベクトルである。
　　　　　　　　 e⊥= Ghkl/|Ghkl|であり、Rとしてはたとえば 1/ha ととれる。これから、
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　d = 1/|Ghkl|
　　　　　　　　　が得られる。
b) 回折条件が逆格子ベクトルで表される。

      Kd = Ki + Ghkl
ことが主な理由である。b)で、Ki は入射波の波数ベクトル、Kd は散乱波の波数ベクトルである。後述のようにこの式は、よく知られたBraggの条件式と一致する。この関係を満たす Kd の方向に回折線が現れ、その指数が hkl と表される。また、b)式のベクトルを図示することにより、「Ewaldの作図法」として知られる回折条件の図形解法が導かれる。

　このことを前提にすると、この条件は、直観的に理解しやすいバックグラウンドをもっている。
　逆格子ベクトルをある種の運動量（h/2π・Ghklは 結晶運動量と呼ばれる）と考えると、この式は、X線などの回折も、見かけ上運動量が保存されていることを示している。
　（同様のことが、電子や光でも起こり、それぞれ、電子論のバンド理論、フォトニック結晶のバンド理論などでも現れる。）。

上式がBraggの回折条件と一致することの証明：
     |Kd - Ki|2 = |Ghkl|2
     |Ghkl|2 = 1/dhkl2
     |Kd - Ki|2 = |Kd|2 + |Ki|2 - Kd・Ki = 2/λ2 (1 - cos(2θ)) = 4/λ2 sin2(θ)     (Kd, Kiの長さは1/λ、なす角は2θである)
から、 2dhkl sinθ = λ の、よく知られたBragg条件が得られる。
　

実格子と逆格子の関係

　R = x a + y b + z c, Ghkl = h a* + k b* + l c* から、

　　　　R・Ghkl = hx + ky + lz　(6)

となり、この表現には、基本ベクトルも、それらの成分も一切出てこないことがわかる。線形代数の言い方をすれば、実格子ベクトルと逆格子ベクトルはそれぞれ、「共変ベクトル」、「反変ベクトル」である。つまり、座標変換に対して、お互いに「逆の」変換を受ける。そのため、それらの成分の積の和(6)は「スカラー」となり、座標系のとり方に依存しない。このことは、(6) の量に2πをかけたものが、入射波と反射波の位相のずれに相当することからわかる。

余談： 座標系を変えると、ベクトルの成分は変わるが、位相は変わらない。座標変換により不変な量をスカラー、基本ベクトル（この場合は実格子ベクトル）と同じ変換則をうける量を共変ベクトル、基本ベクトルの逆変換と同じ変換則を受ける量を反変ベクトルという。反変ベクトルの例としては、逆格子基本ベクトルのほかに、実空間の座標(x, y, z)がある。運動量は、スカラーであるハミルトニアンを、反変ベクトルである運動量で微分しているため、反変ベクトルの反変ベクトル、つまり、共変ベクトルになる。後述するように、逆格子空間の座標、つまり、回折指数 (h k l) は、基本ベクトルと同じ変換則を受け、共変ベクトルである。
　このことを利用すると、座標変換をした実格子と逆格子の関係を求めることができる。ある座標系 (ai)で表される実格子空間の点をR、逆格子の基本ベクトルを(a*i)、点を(hi)とし、別の座標系 (a'i)で表される実格子空間の点をR'、逆格子の基本ベクトルを(a'*i)、点を(h'i)とすると、両者でスカラー量は不変であるので、

        R・Ghkl = R'・G'h'k'l'
の関係がある。(6)式を考慮すると、結局、

        hx + ky + lz = h'x' + k'y' + l'y' 

である。これは、

       Σi (hi・xi) = Σi (h'i・x'i)

とかける。

　

六方晶－三方体晶変換

　以上のように、原子の座標やX線の回折線は、それぞれ 実格子空間と逆格子空間の座標で表すことができる。

　ところが、これらの座標成分 (x, y, z) や (h, k, l) は、単位格子の選び方によって変わる。通常、単位格子は、もっともみかけの対称性が高く、その中でもっとも小さい格子がとられる。ただし、この基本にこだわらなければ、単位格子の取り方には無限の任意性がある。そのため、異なる単位格子同士の変換則を知る必要がある。

余談： 実際の対称性は原子の並び方だけで決まるので、単位格子のとり方によって変わらない。
　　　　 「見かけ上」、対称性の高い単位格子をとる取り方として、ブラベー格子（三次元では１４種類）のとり方ができる。
　　　　これに対して、見かけの対称性を考慮しない最小の繰り返し単位を「基本格子 Primitive cell」という。
　下図は、カリティのX線回折要論 付録４ に掲載されている図であるが、菱面体晶系に属する結晶では、六方格子軸と三方格子軸のどちらも取れる。ただし、両者は同じではない（三方晶には６回対称軸がない）。


　さて、上の図から、六方格子軸と三方格子軸の変換則を求めてみよう。座標変換の変換則を求める、もっとも基本的な取り掛かりは、基本ベクトル同士の関係を見つけることである。上図では、六方格子軸の基本ベクトルを a1(H), a2(H), a3(H), 三方格子軸の基本ベクトルをa1(R), a2(R), a3(R) としている。すでに座標が与えられているので、

        a1(R) = (2a1(H) + a2(H) + a3(H)) / 3
        a2(R) = (-a1(H) + a2(H) + a3(H)) / 3
        a3(R) = (-a2(H) - 2a2(H) + a3(H)) /3

であることがわかる。途中の導出は、後述の「一般の変換」を参考にされたいが、基本ベクトルの変換と、逆格子座標の変換則は同じになるため、三方格子の逆格子座標を (h k l )と六方格子の逆格子座標 (H K L) の変換則が得られる。

        h = (2H + K + L) / 3
        k = (-H + K + L) / 3
        l = (-H - 2K + L) /3

この逆変換から、

         H = h - k
         K = k - l
         L = h + k + l

が得られる。

　格子定数は、基本ベクトルの内積から計算できるので、上式から、六方格子の格子定数 aH と c から、対応する三方格子の 格子定数 aR、αが次の式から計算できる。

        aR = √(3aH2 + c2)
        sin(α/2) = 3/2 / √(3 + (c/aH)2) 

　 

三方晶と菱面体晶

　もし、六方格子として同定した回折線の指数 (HKL)から三方格子の指数 (h k l)に変換したとき、非整数の指数が現れたら、三方格子の格子では表されないことになる。つまり、この場合は、格子を六方晶でしか取れないことを意味しており、そのような結晶は菱面体晶ではなく三方晶に属する。もっと簡単な識別法としては、

　　　　-H + K + L = 3k

から、-H+K+L が 3の倍数になるかどうかを調べればよい。

　逆に、三方晶の整数指数は、常に六方晶格子でも整数指数になることがわかる。つまり、三方晶を仮定してすべての回折線に整数指数がつけられれば、その単位格子は、六方晶格子としてとることもできる。

　特別な場合には、これらの関係式を整数で満足する回折線しか現れない（非整数指数になるものが消滅側で消える）場合がありえる。この場合、単位格子を三方晶格子でも六方晶格子でもとることができる。このような特別な対称性を持つ三方晶格子を、特に「菱面体晶」と呼んで区別する（空間群では、菱面体晶は、先頭の記号が R で表され、一般の三方晶(P3...など)とは区別される）。 

　 

一般の変換

　ここで、一般的な座標変換についてまとめる。実格子空間のベクトルの変換を (ai) => (a'i)とし、その変換行列を (tij) とする。

　　　　　a'i = Σj (tij aj)                 ( A' = TA )

R = Σi (xi ai ) =  Σi (x'i a'i ) =  Σi,j (x'i tij aj) から、

　　　　　xi = Σ,j (x'j tji)                 ( X = TtX' )

よって、

　　　　　x'i = Σ,j x'j (tji)-1             ( X' = Tt-1X )

R・Ghkl = hx + ky + lz がスカラーであることから、R・Ghkl = R'・G'h'k'l'
           Σi (hixi) = Σi (h'ix'i) = Σi,j (hi x'j tji)

よって、

　　　　　h'j = Σi (hi tji)                  ( H' = TH )

Ghkl = G'h'k'l' より、

           Σi (h'ia*'i) = Σi (hia*i) = Σi,j (hi tji a*'i) 

よって、

　　　　　a*i = Σi,j (tji a*'j)              ( A* = TtA*' )

　　　　　a*'i = Σi,j ((tji)-1 a*j)         ( A*' = Tt-1A* )

以上をまとめると、

· 実格子ベクトルの変換　A' = TA
ai = Σj (t-1ij a'ｊ)
a'i = Σj (tij aｊ)

· 座標の変換　　　　　　　　X' = Tt-1X
xi = Σj (tji x'i)
x'i = Σj (t-1ji xi)

· 逆格子ベクトルの変換　A*' = Tt-1A*
a*i　= Σj (tji a'*j)
a'*i　= Σj (t-1ji a*j)

· 指数の変換　　　　　　　　H' = TH 
hi = Σj (t-1ij h'j)
h'i = Σj (tij hj)

となる。

　つまり、実格子空間基本ベクトルと逆格子空間座標は同じ変換を受ける。これらのようなベクトルを、上述の余談のように、共変ベクトルという。

　同様に、実格子空間座標と逆格子空間基本ベクトルも同じ変換を受ける。これらのようなベクトルと、反変ベクトルという。

　

格子定数の変換

　ことなる座標系の幾何学量を比較する際に重要になるのは、計量テンソルと呼ばれる量である。

　実空間のベクトル R = Σi (xiai) の長さ（ノルム) の自乗は、R 同士の内積で与えられる。

        R・R = Σij (ai・aj xi xj) = Σij(gij xi xj)

この gij = ai・aj を計量テンソルという。これにより、2つのベクトル R1 = Σi (x1iai)、R2 = Σi (x2iai) のなす角も、

        R1・R2 = Σij(gij x1i x2j) = |R1||R2|cos(R1とR2のなす角)

の内積から求められる。 以上のように、計量テンソル gij が決まれば、その座標系におけるすべての幾何学条件が決まる。

　格子定数 (a, b, c, α, β, γ)が格子変換によってどのように変わるかを調べるためには、計量テンソルがどのように変換されるかを調べればよい。

        gij' = ai'・aj' = (Σn tin an)(Σm tim am) = Σnm (tin tim gnm) 

となる。ここで得られたgij' から、

        g'11 = |a'|2, g'22 = |b'|2, g'33 = |c'|2, g'12 = |a'||b'|cosγ'

などの関係から、変換された格子定数 (a', b', c', α', β', γ')が得られる。

　

