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横浜国立大学物質工学科 2006 年度前期(4/6~9/30) 金曜 5 時限 (16:15~17:45) 

無機固体化学 
第 8 回 Ｘ線回折と結晶構造解析(2006/6/23) 
 
教科書 
粉末 X 線解析の実際－リートベルト法入門、中井泉、泉富士夫編著、朝倉

書店、2002 
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 結晶・準結晶・アモルファス、竹内伸、枝川圭一著、内田老鶴圃、1997 

粉末 X 線構造解析プログラム RIETAN2000 
 http://homepage.mac.com/fujioizumi/index.html 
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第８回講義 レポート課題 
次の問いに答えよ 

ZnO は六方晶系に属する結晶である。下に、c 軸

方向から見た ZnO の格子を a-b 面に投影した図

を示す。次の質問に答えよ。 

a

b

c

 
逆格子ベクトルと逆格子を描け。 
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a

b

c

b*
a*

 
[100]、(100)面、逆格子の 100 点を描け。 

c

[100]

(100)
100

 
[110]、(110)面と逆格子の 110 点を描け。 
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(110)

110

[110]

 
[230]、(230)面と逆格子の 230 点を描け。 
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(230)

230

[230]
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質問：部分座標の表示(0 ≤ x < 1)について 
 便利のため、-1 ≤ x ≤ 1 (あるいはそれ以外でも)
使われることがある。 
ただし、試験などでは 0 ≤ x < 1 に直して答え

るべき。 
 
質問： ヘルマン・モーガン記号の説明 
(a) P1 (No.1)：対称要素の無い空間群 

P 格子（単純格子） 
主軸(c 軸)の回転対称性がない。 
対称性がないから三斜晶。 

(b) P2 (No.3) 
単純格子 
主軸に 2 回軸 
2 回軸が一つあるから単斜晶。 

(c) C2/m (No.12) 
C 格子（C 一面心格子） 
主軸に 2 回軸 
主軸の 2 回軸に垂直な鏡映面 
2 回軸が一つあるから単斜晶。 

(d) P212121 (No.19) 
単純格子 
主軸(c 軸)に 21らせん軸 
主軸に垂直な独立方向(a 軸)に 21らせん軸 
もう一つの独立な軸方向(b 軸)にも 21らせん軸 
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3つの 2回軸／2回らせん軸が共存するのはそれ

ぞれが 90 度で交わる場合だけ：斜方晶 
(e) P4/mmm (No.123) 
単純格子 
主軸に 4 回軸 
主軸の 4 回軸に垂直な鏡映面 
主軸に独立な方向(a 軸)に垂直な鏡映面 
もう一つ独立な方向（[110]）に垂直な鏡映面 
4 回軸が一つだけあるから正方晶。 

(f) mR3  (No.166) 
菱面体格子：菱面体晶 
主軸([111]方向)に 3 回回反軸 
主軸に独立な方向（垂直方向）に鏡映面 

(g) 3Fm  (No.202) 
面心格子 
主軸以外に 3 回回反軸があるので立方晶 
主軸(c 軸)を含む鏡映面 

 



- 9 - 

実験室系の粉末 X 線回折装置のまとめ 
・ ブラッグ・ブレンターノ集中光学系 
「円周角の定理」を利用して分解能、回折 X 線

強度の両方のバランスをとる 
・ 広く使われている X 線源は Cu Kα線 
・ ギニエ光学系 
 湾曲モノクロメータによりCu Kβ線をカット 

 
ミラー指数 

 
 
単位格子の a 軸, b 軸, c 軸と a/h, b/k, c/lの座標で

交わる面： (hkl)面 
 
(hkl):  面をあらわす 
{hkl}:  等価な面の集合（型面）をあらわす 
hkl:    回折指数、逆格子点の座標 
[uvw]:  実空間の方向や軸 
<uvw>: 等価な方向や軸の集合（型方向） 
u,v,w:  実格子点の座標 
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3-15. まとめ：逆格子の重要な特徴 
1. 逆格子の基本ベクトルは実格子の基本ベクト

ルに直交する。 
2. 逆格子の長さは実格子は逆数に対応する(厳密

には非直交軸角を考慮する必要がある)。 
3. 逆格子ベクトル Ghkl は(hkl)面の法線ベクトル

である。 
4. dhkl=1/|Ghkl| 
5. ブラッグの回折条件： Ghkl = kdif – kin 
 hkl 回折線は(hkl)面により回折される 
 hkl 回折において、Ghkl は入射 X 線と回折 X
線の 2 分角の方向 

θ

2θ

kin
kdif

dhkl
Ghkl = kdif - kinθ θ

d sinθ

(hkl)面

 
6. ブラッグの回折条件は「Ewald の作図法」によ

って図示できる。 
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3-14. Ewald の作図法 
 
1.逆格子点（上図の●）を作図する。 

a1
*

a2
*

kin

kdif

Ghkl

2θ

 
2.入射 X 線のベクトル kin を、その終点が逆格子

点の原点に一致するように描く。 
3.kin の始点を中心として、半径 1/λの球を描く。

「Ewald 球」 
4.kdifの始点を kinの始点とあわせて kdifを描くと、

その終点は Ewald 球の表面に乗る。 
5.ブラッグの回折条件 Ghkl = kdif – kinは、このよう

にしてとった kdif の終点が、いずれかの逆格子

点に一致することに等価である。 
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回折線が観測されるための条件 
 
1)「試料が単結晶か多結晶か」 
2)「試料を固定するか回転させるか」 
3)「X 線が単色 X 線か連続 X 線か」 
 
1. 粉末 X 線回折 
 異なる向きの単結晶 
 単色 X 線 

 
2. 単結晶カメラ法（ラウエ法） 
 向きを固定した単結晶 
 連続 X 線 

 
3. 4 軸単結晶 X 線回折装置 
 単結晶 
 単色 X 線 
 回転機構を使い、単結晶を回転させる 
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3-17. 線形最少自乗法による格子定数の精密決

定 

1) 

2

,, 3,1,
2

321 321

1∑ ∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=

=hhh ji
jiij

hhh

hhS
d

F
 

を最少にする Sijを求める。 
2) (Sij)の逆行列を求める＝＞実格子の計量(gij) 
3) 11ga = などの関係から格子定数を求める。 
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結晶構造を決める手順 
 
1. 単結晶を成長させる 
2. 単結晶 X 線回折測定を行い、面方位を決める 

  Laue 法 
3. 晶系、ブラベー格子、空間群を決める 

 ワイセンベルグカメラ 
 プリセッションカメラ 

 
4. 回折線（スポット）に回折指数 hkl をつける 

5. 回折角度から面間隔 dhklを求める 

6. hkl と dhklの関係から、格子定数を決める 

 最少自乗法 

 
7. 密度と化学組成を測定し、単位格子中の化学

式量を決める 
8. 可能な空間群と単位格子中の原子数から、可

能な Wycoff 位置を選び出す 
 ・場合によっては、この時点でほぼ 
  結晶構造モデルが決まる。 
 ・その他の多くの場合、ここからがパズル 

9. 結晶構造モデルが決まったら、可変な構造パ

ラメータを、測定した構造因子|Fhkl|
2 に一致

するように精密化する 

10. 場合によっては、Fourier 法、MEM 法により
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電子密度を計算し、実測値との比較を行いな

がら、「より確からしい」結晶構造を決定して

いく 
 
前回の課題 
 Al2O3の結晶構造 
空間群： cR3  
晶系： 菱面体晶 
格子定数：a = 0.512 nm, α = 55.28o 
原子の種類、部分座標(x, y, z) 

Al 0.355   0.355  0.355  
O 0.553  -0.053  0.25 

 
ア) 菱面体格子の単位胞体積を求めよ。 
イ）α-Al2O3の密度を調べよ。 
ウ）菱面体格子の単位胞には Al2O3の化学式量が

いくつ含まれているか。 
エ）α-Al2O3の Al, O イオンはどの Wyckoff 位置

に属するか。 
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3-17. 電子による X 線の散乱 
 
X 線：電磁波 
電場によって電子を強制振動 

 
点 O に電荷 e、質量 m の粒子 
z 方向に電場偏光した電磁波 

 ( ) E
m
etE

m
ez 202 cos

ω
δω

ω
−=+−=  

 
＝＞電子の振動運動によって電磁波を放射 

（双極子放射） 
 
点 O から距離 R  

 z 軸と OP のなす角φの点 P 

 

222
0

0
sin

4 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

Rm
eII inrad

φ
π
µ

 

「トムソン散乱」 
 
※ X 線は主に電子によって散乱される 
 
＜＝＞ 非弾性散乱（コンプトン散乱等） 
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3-18. 電子の集合による X 線の散乱 
ρ(r)

2θ
kin

kdif

r

r’

s

lin=s・kin/|kin|

ldif=s・kdif/|kdif|

 
 
光路差Δ 
 Δ= ldif – lin = kdif・s / |kdif| – kin・s / |kin|  
 
位相差δ（|kin|=|kdif|=1/λ） 
 δ= 2π(kdif – kin) ・s 
 
散乱 X 線の強度は電子密度に比例する 

 ( ) ( )( ){ } ( )tiFdtiEdif ωτδωρ expexp =+= ∫ sr  

 
( ) ( )( )∫= τδρ diF sr exp

 
F：「構造因子」 
 
散乱 X 線の強度 

 
2* FEEI difdifdif =∝  
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干渉は 2 つの波の相対的な関係だけが問題： 
s=r’-r で r を原点に固定する 
散乱ベクトル k = kdif – kinを使う 

 ( ) ( ) ( )∫ ⋅= τπρ diF rkrk 2exp  
 
3-19. 原子による X 線の散乱 
 
原子、イオンを球形とする 
電子密度は中心からの距離 r だけの関数ρatom(r) 
 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫
∫

∞
=

⋅=

0

2 /exp4

2exp

drsrsrrr

disf

atom

atom

ρπ

τπρ rkr

 

「原子散乱因子」 
 
・ f(s)は実数（異常分散を無視） 
・ k が大きくなると f(k)は急激に小さくなる 
・ f(0)は原子・イオンが持つ全電子数に等しい 

例：K+イオンと Cl-イオンは X 線的には 
ほぼ同じイオンのように見える。 

 



- 20 - 

 
 
・ 回折現象を扱う場合には、sinθ/λを変数とと

ることで、X 線の波長や回折角といった測定

系に依存する量が出てこなくなる 
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水素様原子の場合： 

 
( ) ( )02

0

/exp1 ar
a

r −=
π

ψ
 

 
( )

( )( )222
0

2 /sin41

1

λθπ a
rf H

+
=

 

 
フーリエ変換(Fourier transformation) 

定義： ( )∫
∞

∞−
= dxikxxfkf exp)()(*  

 

( )[ ]2/exp)( wxxf −=  
のフーリエ変換を考える 

( ) ( )[ ] ( )4/exp4/2//1exp)(* 2222222 wkdxwkkiwxwkf −∝−−−= ∫
∞

∞−  

( )4/exp)(* 22wkkf −  
 
フーリエ変換の特徴 
・ 変数の次元が逆数になる（exp(iωt)の指数部

ωt は無次元だから） 
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・ x について拡がった関数のフーリエ変換は k
について狭い関数になる 
 幅 Δx=w が、Δk=2/w になる 

・ x について狭い範囲の情報は大きい k の f *(k)
に、x について広い範囲の情報は小さい k の f 
*(k)に反映される。 
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3-20. 単位格子による X 線の散乱 
 
単位格子中の電子密度ρlat(r) 
構成原子 i の電子密度ρi(r)  

 ( ) ( )∑ −= iilat rrr ρρ  
 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )∑∫
∫

⋅−⋅−=

⋅=

τππρ

τρ

dii

diF

iiii

lat

rkrrkrr

rkrk

2exp2exp

exp
 

 ( ) ( ) ( )∑ ⋅= ii ikfF rkk π2exp  
 
ブラッグの回折条件 k = Ghkl 

 ( ) ( )∑ ⋅= ihklihkl ikfF rGπ2exp  
 Ghkl = ha*

1 + ka*
2 + la*

3 
 ri = xia1 + yia2 + zia3 

ai・a*
j=δij 

 Ghkl・ri = hxi + kyi + lzi 

 ( ) ( )( )∑ ++= iiiihkl lzkyhxikfF π2exp  
Fhkl：「結晶構造因子」 

 
※ 結晶構造因子は、単位格子中の原子の内部座

標だけで決まる 
※ 結晶構造因子は、回折指数 hkl に対して定まる 
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※ F(k)＝F(-k) 
実格子に反転対称性が無くても、逆格子は反転

対称性が常にある：ラウエ群 
 ただし、異常分散が無視できない場合には、回

折パターンは中心対称でなくなる。 
 
※ Fhkl、つまり回折強度に影響するのは、原子座

標の Ghkl方向の成分だけである。 
※ Ghkl 方向の並進を含む対称要素により消滅側

が発生する 
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3-21. 有限な数の単位格子からの X 線の散乱：

Laue 関数 
  
単位格子が散乱ベクトル方向に N 個並んだとき

の散乱の式 
 
電子密度ρcrystal：単位格子の電子密度ρlat  

 
( ) ( )∑

=

−=
Ni

ilatcrystal
,1

trr ρρ
 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )∑∫
∫

⋅−⋅−=

⋅=

τππρ

τρ

dii

diF

ihklihklilattice

hklcrystalhkl

tGtrGtr

rGrG

2exp2exp

exp

 

 

( ) ( )

( )
( )

( )
( )tG

tG
tG
tG

tGG

⋅
⋅

=

⋅−
⋅−

=

⋅= ∑
=

hkl

hkl
hkl

hkl

hkl
hkl

ni
ihklhklhkl

NF

i
iNF

iFF

π
π

π
π

π

sin
sin

2exp1
2exp1

2exp
,1

 

最後の項を「Laue 関数」と呼ぶ 
 
＊ t = a, b, c 
＊ h, k, l が整数のとき、鋭い回折線が観測される 
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( ) ( )
( )

2
2

sin
sin

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

x
NxxL
π
π
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x

L(
x)

^2

N=100
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N=8

N=4
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3-22. 複合格子による X 線の回折： 消滅則 
 
代表的な格子の結晶構造因子 

 ( ) ( )( )∑ ++= iiiihkl lzkyhxikfF π2exp  
 
(i) 単純格子： (0,0,0)に原子散乱因子 f を持つ原

子だけがある場合 

 fFhkl =  
 
(ii) 体心立方格子： (0,0,0)と(1/2,1/2,1/2)に原子散

乱因子 fを持つ原子だけがある場合 

 ( )( )[ ]lkhifFhkl +++= πexp1  
  

h+k+l が偶数のときのみ回折線が出る 
 
(iii) 面心立方格子： (0,0,0), (1/2,1/2,0) , (1/2,0,1/2) , 

(0,1/2,1/2)に原子散乱因子 f を持つ原子だけが

ある場合、 
 ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]lkilhikhifFhkl ++++++= πππ expexpexp1  
  

h,k,l が非混合指数であるときのみ回折線が出

る 
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Si の XRD 図形 
lが 4 の倍数の 00l回折線のみ観測 
非混合指数が出ていない 

 
(iv)  岩塩型構造： NaCl の場合、Na+と Cl-がそれ

ぞれ面心立方格子の位置に存在し、それぞれ

の位置が(1/2,1/2,1/2)ずれているので、 
 

( )( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]lkilhikhi

lkhiffF ClNahkl

++++++
+++=

πππ
π

expexpexp1
exp

 
 

  FCC 消滅則を含む 
h+k+l が奇数： Fhklは fNa - fClに比例 
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